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SUR L’EXISTENCE D’IMMERSIONS ISOMETRIQUES
LOCALES POUR LES VARIETES RIEMANNIENNES

JACQUES GASQUI

Utilisant sa théorie des systémes de Pfaff en involution, Elie Cartan démontre
dans [1] que toute variété riemannienne analytique (X, g) de dimension n
s’immerge isométriquement localement dans I’espace euclidien a gn(n + 1)
dimensions ou, plus généralement, dans toute variété riemannienne analytique
(Y, &) de dimension n(n + 1). Nous nous proposons de donner une nouvelle
version de ce théoréme dans le cadre de la théorie des équations différentielles
non-linéaires de [4]. Nous montrons qu’une certaine équation différentielle
non-linéaire d’ordre 2, R,, construite sur un sous-fibré ouvert du fibré trivial
pri: X X Y — X, et dont les solutions sont des immersions isométriques de X
dans Y, est formellement intégrable (théoreme 5.1).

L’équation différentielle f*g’ = g, dont les solutions f de rang maximal sont
des immersions isométriques de X dans Y, n’est pas formellement intégrable.
En calculant I’obstruction au relévement d’une solution formelle 2 de cette
équation en une solution formelle d’ordre 3, on voit qu’il faut rajouter a ce
systéme les équations de Gauss-Weingarten et de Gauss et 1’on obtient ainsi
le systéme d’équations différentielles d’ordre 2 considéré par Cartan [1]. A ce
systéme, on rajoute des “inéquations” en imposant  la deuxiéme forme fonda-
mentale des immersions considérées de vérifier une condition générique (cf. §4)
afin d’obtenir une équation différentielle R, d’ordre 2 (corollaire 4.3).

Si T désigne le fibré tangent a X, soit G le sous-fibré de & ‘T*, dont les
sections sont les double 2-formes sur X. On note H le sous-fibré de T* @ G
des éléments vérifiant la deuxiéme identité de Bianchi (définition 2.1) et W’ le
fibré image réciproque du fibré quotient T* ® G/ H par la projection z: K,— X.
Nous commengons par établir que toute solution formelle d’ordre 2 de R, se
reléve en une solution formelle d’ordre 3 en construisant une section 2 de W’
sur R, qui est I’obstruction au relévement des solutions formelles d’ordre 2, et
ensuite en montrant qu’elle est nulle (corollaire 5.2), ce qui est une conséquence
de la deuxiéme identit¢é de Bianchi. Nous prouvons, au passage, que W’
s’identifie canoniquement au deuxiéme groupe de cohomologie de Spencer
H“(g,), ol g, est le symbole de R,. La condition imposée 4 la deuxiéme forme
fondamentale des jets d’immersions nous permet de montrer que le symbole
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de R, est involutif (proposition 5.2), et le théoréme 5.1 s’obtient donc comme
conséquence du théoreme 8.1 de [4].

Comme la plupart des difficultés que 1’on rencontre dans le cas général dis-
paraissent lorsque dim X = 2, nous donnons au § 6 un traitement a part de ce
probléme.

Le § 7 est consacré a une démonstration du théoréme de Jacobowitz-Moore
[7] sur les immersions conformes locales des vari€tés riemanniennes analytiques.
La plupart des calculs se réduisent & ceux faits dans le cas isométrique. La
seule différence essentielle avec la démonstration du théoréme de Cartan se
trouve dans la proposition 7.6.

Toute ma reconnaissance va au Professeur H. Goldschmidt qui m’a donné
tant de précieux conseils tout au long de de travail.

0. Existence de solutions formelles pour les équations différentielles
non-lineaires

Les résultats de ce paragraphe se trouvent dans [4] ou [5]. Soit X une variété
différentiable (i.e., de classe C*) de dimension #: on note T (resp. T*) le fibré
tangent (resp. cotangent) a X.

Etant donné un entier positif £, on pose

E+1 N
(o v v oly,y) = Zl L@Le v ayorneoly,,

pour tout produit symétrique [+ - - - «[; ., de k + 1 vecteurs cotangents en un
méme point de X, et ’on étend cette opération en un morphisme de fibrés
vectoriels sur X

3: SEIT* — T* @ ST* |
On étend a son tour § en un morphisme de fibrés vectoriels sur X
5: AjT* ®Sk+1T>I< — Aj+1T>|< ®SkT*

envoyant o @ u sur (—1)/e A ou, si @ ¢ A7T* et u e S*H'T*,
Lemme 0.1. Sim > 1, la suite

3 3 3
0 SnT* 5 T* @ §m-1T* > S2T* @ Sm—2T* > e
3
—s IMT* R S "T* — 0
est exacte.
Soient &: W — X un fibré vectoriel, Y une variété différentiable, f une ap-

plication différentiable de ¥ dans X et g, un sous-fibré a fibre variable de
S*T* ®y W, ol k > 1. Si [ est un entier positif, on définit le /-i€éme prolonge-
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ment de g, comme étant le sous-fibré a fibre variable g,,;, de S**!T* ®; W,
noyau du morphisme 4, , o+, ot

A, ST @y W — SIT* Q SUT* @y W
est ’application naturelle, et
b1 ST @ S T* @y W — S'T* Ry (S*T* @y W)/ gx)

le morphisme induit par la projection canonique de S*T* @y W sur
(S*T* @y W)/g:. On pose g,_,=S*"'T*@, W pour I > 0. 1l est facile de voir
que §(gx. ;1) < T* @y g, et, par conséquent, § induit un morphisme

8: MT* Ry gyy1y — HT* Oy geurs

pour m > k, on a donc un complexe

é é
O_)gm—_) T* ®ng-1—) __)Am—kT* ®ng
)
> Am-kHIT* ®Y SE-1T* ®Y W ,

dont on note H™~7:4(g,) la cohomologie en 4'T* @, g,,_;. On dira que g, est
r-acyclique si H™7(g,) = Opour m > ket 0 < j < r, et que g, est involutif
s’il est n-acyclique. Soient x ¢ X et pe Y tels que f(p) = x; on note pour le
moment T, g, - --, etc., les fibres en x ou p de ces fibrés. Si f € T, on note
d; I’application linéaire de S™*'T* dans S™T* définie par

(5cu)(v1, ) vm) = (5u)(t7 Vyy » oy vm) ’

pour tous u € S™*'T* et v, e T, i =1, ---,m. Soient {¢,, - - -, 7,} une base de
T et V un sous-espace vectoriel de S™T* @y W; si [ est un entier compris
entre 1 et n, on désigne par V{z, - - -, t;} ou V(i) le sous-espace des éléments
u de V tels que d,,u = O avec j = 1, - .., i; on posera, par convention, V(O)
= V. Comme les 4, commutent entre elles, on a des applications

(0.1); Otisr® Bhsiltnrnste) — Bktnoensta) *

Définition 0.1. Si les applications (0.1), sont surjectives pour tout i, on dit
que {t,, - - -, ¢} est une base quasi-réguliére pour g.

Le résultat suivant est classique.

Lemme 0.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(@) {t, ---,1,} est une base quasi-réguliére pour g,;

(b) ona ZE) dim gk{ll ,,,,, i) = dim gk+1'

=
Lemme 0.3, [6]. Le sous-espace g, est involutif si et seulement s’il existe
une base quasi-réguliére pour g,.
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Soit #: E— X un fibré. On note r: J,(E) — X le fibré des k-jets de sections
de E. Le fibré

Ty J(E) — T _((E)

est un fibré affine de fibré vectoriel associé S*T* ®;,_,x, V(E): on peut donc
identifier le fibré S*T* @ ;, 5, V(E) a4 un sous-fibré du fibré vertical V(J.(E)).

Définition 9.2. Une équation différentielle d’ordre & sur le fibré E est un
sous-fibré R, de J,(E); le l-i¢éme prolongement R, de R, est égal a J,(R;)
N Ji.(E), ou J,(R,) est identifié 4 un sous-fibré de J,(J,(E)) ; enfin, le symbole
de R, est le sous-fibré a fibre variable g, = V(R;) N S*T* @4, V(E).

Remarque. S’il existe un fibré F de base X, une section s de F sur X et
¢ J,(E) — F un morphisme de fibrés sur X tels que R, = Ker, (¢), on a

(gk)p = Ker (§0*5 (SkT* ®Rk V(E))p — Vy(p)(F)) >

pour tout p € R,.

Définition 9.3. Une équation différentielle d’ordre k£ sur E, Ry, est for-
mellement intégrable si, pour tout / > 0, on a

1) #y.i: Reyri — Ry, est surjective, et

2) 8.1, est un fibré vectoriel sur R,.

Le théoréme qui suit donne un critére pour I'intégrabilité formelle.

Théoréme 0.1, [4]. Soit R, < J.(E) une équation différentielle d’ordre k
sur E telle que =, : R, ., — R, soit surjective. Si g, est 2-acyclique et si g,
est un fibré vectoriel sur R,, alors R, est formellement intégrable.

Soit R, une équation différentielle d’ordre & sur E, égale a Ker, (¢: J (E)
— F), ol F est un fibré sur X, ou ¢: J,(E) — F est un morphisme de fibrés
sur X de rang constant et s une section de F sur X. On note W le fibré vectoriel
a fibre variable sur R,, conoyau du morphisme

04081 S*HT* ®p, V(E) — T* ®@p, V(F) .

Le lemme qui suit permet de mesurer fibre par fibre I’obstruction a la surjec-
tivité de I’application z; : R,,, — R;.
Lemme 0.4, [S]. Il existe une section §2 de W telle que la suite

2

Tk
—_—
Re >R, =3 W

soit exacte.
Démonstration. Si ¢ désigne la projection canonique de T* @z, V(F) sur
W, alors 12 se définit par

2@W) = «(u, plp)v — (),
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si ue R;, o x = n(u) et v est un élément quelconque de J,,(E) tel que z,(v)
= u.

Supposons que X soit une variété analytique réelle et que le fibré E soit
analytique ; on dira qu’une équation R, d’ordre k sur E est analytique si c’est
un sous-fibré analytique de J,(E).

Théoréme 0.2, [4]. Soit R, une équation analytique d’ordre k sur E qui
est formellement intégrable. Alors, étant donné p ¢ R, ,,;, avec n(p) = x e X,
il existe une solution analytique s de I’équation R, snr un voisinage de x telle
que Jo ()X = p.

1. La deuxiéme forme fondamentale d’une immersion

Soient (X, g) et (Y, g’) deux variétés riemanniennes de dimension finie telles
que dim X = » soit inférieur ou égal 4 dim ¥ = m. On note

1) =#:E — X le fibré trivial pr;: X X Y — X; on ne distinguera pas, dans
1a suite, une application de X dans Y de son graphe, section du fibré z: F — X ;

2) T (resp. Ty) le fibré tangent & X (resp. Y);

3) FV (resp. I’) la dérivation covariante associée a la connexion rieman-
nienne sur (X, g) (resp. (Y, g));

4) R (resp. R’) le tenseur de courbure de (X, g) (resp. (Y, g')), section de
®* T* (resp. ®* T%#) sur X (resp. Y).

Si f est une application différentiable de X dans Y, de rang maximum en
x e X, on a le lemme suivant:

Lemme 1.1, [7]. Si&e T, et siij est un champ de vecteurs sur X nul en
x, alors le vecteur tangent V', f. 77 — f V. enf(x) a Y, oi f, désigne la dif-
férentielle de f, est nul.

Démonstration. Soient x', . - -, x® des coordonnées locales sur un voisinage

Udexdans X. Sif) = i @,;0/0x sur U, on a
i=1

Vel = 5 (@@ .,0/08) + & apf,@/ox').}
fu i = 35 {a00RT (0/0x) + (-apf, 0/}

comme a;(x) = 0 pour tout j, les vecteurs F’ .f.7 et V.7 sont égaux.
q.e.d.
Ce résultat nous permet de construire une application

BL: & T, — Ty ;s
de la mani€re suivante: si & et p € T, on pose

B‘;(f, 7}’) = V}.ef*i? - f*Veﬁ ’
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ol 7} est une extension quelconque de » sur un voisinage de x dans X ; en fait, il
est facile de constater que B/ € §*T* @ Ty ;.. La forme B] est appelée deux-
iéme forme fondamentale de I’'immersion f en x; il est clair que B ne dépend
que du 2-jet de f en x; plus précisément, on a le résultat suivant:

Lemme 1.2. Soient (x,),.1<. (resp. (%) 1cacm) des coordonnées locales au
voisinage de x € X (resp. {(x) € Y); si, dans ces systéemes de coordonnées, f
est donnée par les applications f*(x!, -- -, x*),a=1,-.--,m,ona

(1.1 BL(0/0x");, 0/3x"),) = 3, 6,0/0¥)sce,

~

ou

af

12 6=-T i+ xn

oxtox’ 1<a, f<m OX oxi

n % afy
kZ=21 Fij(x)ak—(x)

et les coefficients I'%; (resp. I'%,) sont donnés par les égalités

Va/azf —er g

z o (resp. I7’a,ay,,i = 7, ]"',’,Tﬁ—a—-) .

ay* r=1 ay"

Remarque. Si € et » sont des champs de vecteurs sur un voisinage de x
dans X, Vapplication y — BJ(&,,7,) est définie sur un voisinage de x et sera
notée B/(g, 7).

2. Préliminaires algébriques

On désignera par G le sous-fibré de ®*T* des éléments w de ®*T* vérifiant
les identités de courbure

w(E? 7], C, 2) = —(D(?], 8, C, '2) H
(2.1 (&9, 0 2 + o, 8,6, + o, 69,0 =0,

o(&,9,8,2) =wl 187

pour tous &,7,¢,2eT.

Soient x ¢ X et {¢,, - - -, e,} une base de T,. Si V est le sous-espace vectoriel
de AT, ® A*T, ayant pour base les vecteurs E;;,, = e; A\ €; @ e, N e, avec
i<jk<l,i<k,j<l on alelemme suivant:

Lemme 2.1. L’homomorphisme ¢, de G, dans V, défini par

501(0)) = wle;, €;, €y, el)Eijlcl
1< J k<]
1299 K41
pour tout w € G, est un isomorphisme.
Démonstration. Montrons d’abord que ¢, est injective. Soient v ¢ G, tel

que ¢,(w) =0 et i, j, k, I des entiers compris entre 1 et n tels que i <<j et k<{I:



IMMERSIONS ISOMETRIQUES LOCALES 67

a) sii>ketj>1, alors wle,e;, e, e) = w;i; = wg; = 0 (par hypo-
théses);

b) sii>ketj<l, ona wyr = @y — Wy et les termes du membre
de droite de cette égalité sont de la forme wyy,, avec s <L, u< v, s< U, t < v,
donc nuls;

¢) enfin, sii<ketj>I{, on aw u = vy, ¢t on se ramene 2 la situation
de b).

Il est donc clair que w = 0. La surjectivité de ¢, s’obtient par la méme
méthode.

Lemme 2.2. Soit « un entier compris entre Q et n: le sous-espace G,_(e,,
.-+, e,) des élément o de G, vérifiant les égalités wle,, e, e;, e) = 0, avec
i<j<n— «a est de dimension 5o + 1)[3n — Qa + Dnl; en particu-
lier, ayant Gfe,, - --,e,) = Gle,, « -+, e,) = G, le sous-fibré G est de rang
<gri(n® — 1).

Démonstration. 1l est évident que ¢,|G,_.(¢e,, - - -, e,) réalise un isomor-
phisme de G,_,(e, - - -, e,) sur le sous-espace V, de V' ayant pour base les
vecteurs E;;,, avec § <, k<, i<k, j<I,j>n—a+ 1. La différence
dimG,_.(e, ---,e,) — dimG,_,. (e, ---,e,) est donc égale au nombre des
E, ooz distincts tels que i <n—a+ 1, i<k, k<L, I>n—a+1:
ilyena

Z {(n—~a)n—a+)—}n—a)n—a—1D}=nn—a) = aa);

d’un autre c6té, dim G,_,(e,, - - -, e,) = 2, a(B) ce qui, tous calculs faits, est
£=0

égal A sne(a + D(3n — 2 — 1.
Définition 2.1, On dira qu’un élément w ¢ T* ® G vérifie la deuxieme
identité de Bianchi si:

(22) w(S’ 75 C’ A, ﬂ) + C()(7], - &, A, ﬂ) + w(C’ &, 7s A, ﬂ) =0

pour tous &,7,(,4, peT.

Lemme 2.3, Le sous-fibré H de T* @G des éléments vérifiant la deuxiéme
identité de Bianchi est de rang Jn*(n* — 1)(n + 2).

Démonstration. Elle se fait en trois étapes:

a) Si W est le sous-espace vectoriel de T, & V ayant pour base les vecteurs
Frjo=enQE;,avech < j,i <j, k<l i<k, j<I, ’homomorphisme
¢, de H, dans W qui, a tout w € H,, associe I’élément

wley, €;, €45 €ps eL)th'jkl
n<g,i<i k<l
1<k, 70

est un isomorphisme ; ce résultat se démontre par des méthodes analogues a
celles utilisées dans le lemme 2.1.
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b) SiH,_. (e, - e,) estle sous-espace des éléments w de H, tels que
w(eh,’et,ej,elﬂel):(): aveCthSn_a et i<j,

¢, réalise un isomorphisme de H,_.(e,, - - -, e,) sur le sous-espace de W ayant
pour base les vecteurs

Fhijkl) avechgj,i<j,k<l,i§k,jgl,j2n-—a+ 1.
c) A partir de 13, on calcule les différences
dlm Hn—a(en Ct eﬂ) - dlm Hn...”_l(el, MY en)

et, par conséquent, les dimensions des sous-espaces H,_.(e,, - - -, €,).
Remarque. 1l est bien connu que le tenseur de courbure (resp. la dérivée
covariante du tenseur de courbure) de X est une section de G (resp. H) sur X.

3. Construction de I’équation fondamentale

Etant donné un entier positif k, on note J.(E) le sous-fibré ouvert de J,(E)
formé des k-jets d’applications de rang maximum. On entend par la que

jk(E) = Lejxjk(E)a: ’

ou, pour tout x € X, J,(E), désigne ’ensemble des k-jets d’applications différ-
entiables de X dans Y de rang maximum en x. Pour simplifier, nous écrirons
souvent dans la suite “soit p = j(D(x) e J.(E),” pour “soit p = j,(H(x) ¢
J(E)., ol f est une application de X dans Y de rang maximum sur un voisi-
nage de x ¢ X”.

Soit

¢ J(E) — ST*
le morphisme de fibrés sur X défini par
(3.1 ¢'(p) = (g — 9,

si p = (N e J(B),. .
Proposition 3.1. Sip = j()(x) e J(E), et Ce T ® Ty ;1 Ona

(3.2 PO, ) = &'(C(E), f.up) + &' (C(, 1,8)

pour tous &, € T,. De plus, R] = Ker, ¢/ est une équation différentielle.
Démonstration. La formule (3.2) montre que 1’application
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st T R Ty, pi, — ST

est surjective, donc Rj est le noyau d’un morphisme de rang constant.
Remargue. Nous verrons un peu plus loin que V’application z,: R; — R},
ol R} désigne le premier prolongement de Rj, est surjective; par contre, le
lecteur vérifiera facilement que le symbole de R; n’est pas en général involutif,
ni méme 2-acyclique.
Soient

0: I(E) = ST*, 4 J(E) — ST* Q T*

les morphismes de fibrés sur X définis par

3.3) o=¢onm
et par

pour tous &,7,{ € T, ol p = j,(N(x) e J,(E),.

Proposition 3.2. Le premier prolongement R} de R; est égal a Ker, (o ®r).

Démonstration. Soit p = j,(H(x) e J(E), tel que =,(p) ¢ R;, et soient
& n,Cel,;ona:

V(OXNE 1,0 = W5, £ — el 3, 0)
(3.5) = H& (g0, 1D — 26, O + 9-[gG,E, 1D
— 8, D1 — ¢ g 1) — 8E D},
ou £, 7, ¢ sont respectivement des extensions quelconques de &, , { sur un
voisinage de x dans X; il est donc clair que, si p e Rj, alors y(p) = O et
p € Ker, (¢ @ ). Réciproquement, si y(p) = 0, on a, en égalant 5 et { dans
(3.5),
§- g 1) — 8GN =0

pour tout & € T, et tout champ 7 sur un voisinage de x dans X, donc p € R;.
Corollaire 3.1. R est une équation différentielle.
Démonstration. Soient x e X, p = j,(N(x) e J(E), et C e ST* ® Ty ;2
ona:

(3.6) Vus(ONE, 1, O = g(C&, 1), 1.0
pour tous &,7, { € T,; I’application
‘r’"*p: SZT;( & TY,f(:c) — §'T% &® T;

est donc surjective. Le diagramme suivant
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A

ST @ Ty pey —2 > ST*QT% —> 0
i

VUE), L9 a1 @ (s @ TH

n} 1441
VU(EY,,p —22, ST* —>0
0 0

ou i est I'injection linéaire naturelle de $*T* ® T* dans S*T* @ (S*T* ® %),
est exact et commutatif ; par conséquent 1’application

(9 @ V)yp: VULE)), — ST* ® (ST* Q@ T¥)

est surjective: R; est donc Ie noyau d’un morphisme de rang constant. D’un
autre cOté, on peut toujours trouver une immersion a seconde forme fonda-
mentale donnée au point x: plus précisément, étant donné g e J,(E), et f ¢
S*'T¥ @ Ty, .. il existe une application % de X dans Y telle que j,(7)(x) = g
et que By = 4. La fibre R; , n’est donc pas vide.

Remarque. L’application r, : R;— R; est surjective et le premier prolonge-
ment du symbole de R est un fibré vectoriel sur R/: si ! est un entier positif,
le {-itme prolongement de R; est donc égal au (I + 1)-iéme prolongement de
R..

Soit

o J(E) > G
Ie morphisme de fibrés sur X défini par

o), 7,8, ) = (R — R)(&, 9, £, D) + ¢ (BL(&, ), B{(, )

3.7

pour tous &,7, 8,2 € T, si p = j()(x) € J(E)..
Proposition 3.3. La suite de fibrés a fibre variable sur X

p
Ri— R, —/3 G,

oit R; est le premier prolongement de R}, est exacte.
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Démonstration. Nous recopions ici, & quelques détails prés, la démonstra-
tion de proposition 2.1 de [5]. Soient p ¢ R; et g un élément quelconque de
J,(E) tel que m,(g) = p. On vérifie facilement que

3.8 o(p) = a(p,(¥) () ;

Vapplication p o 7, est donc nulle sur R;. Par ailleurs, si p(p) = 0, 1’exactitude
des suites

P
00— ST*RT* > T*QST* R T —— LT*QT* Q@ T* ,
ST* @, V(E) 25 SIT* @, T* —> 0
implique 1’existence d’un élément a de $*T* ® R} V(E) tel que

Yy o 8@ = p,(¥)q);

on a alors
p(—a) + @) = — ¥, 08a) + p(¥)(@ =0,
donc (—a) + g e R; et ’on a z,((—a) + ¢) = p, ce qui démontre le résultat.
Sip=jNx)elJ(E), et CeST*Q Ty, ;) 0na

240(CX)&, 9, C, ) = g (BLE, D, C(y, 0)) + &(BL(3, ), C(§, D)

3.9)

pour tous &,7,L,2¢ T,.
Lemme 3.1. Si p = j,(D(x) e J(E),, l'image de I’application

P8 STER Ty, 10y > TER G,

est contenue dans le sous-espace H, de T* & G, formé des tenseurs vérifiant
la deuxiéme identité de Bianchi.

Démonstration. Si Ce S*T¥ ® Ty ;.,, et si &3,, 2, ¢ sont des vecteurs
tangents en x 2 X, on a

P 0 (ONE, 7, 8, 4, ) = §(BLE, D), C(§, 9, 1)) + &' (BL(p, 1), C(§, 8, D)
—&'(BL(C, 10, C(&, 7, D) — g'(BL(n, D), C(§, L, ) .

En sommant ’expression ci-dessus par permutation circulaire sur &,7,{, on
vérifie facilement qu’on obtient zéro.

La proposition 3.3 montre que I’équation R; n’est pas formellement intégra-
ble. Le noyau R, = Ker, (¢ © ¥ @ p) ne sera pas en général une équation
différentielle ; cependant nous allons montrer dans la suite que, si la dimension
de Y est suffisamment grande, la restriction de R, & un certain sous-fibré ouvert

(3.10)
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de J,(E) est une équation différentielle formellement intégrable.
Remargue. Dans la terminologie classique des sous-variétés (voir [7, Ch.
VII)) Ker, 4 est I’équation de Gauss-Weingarten et Ker, p I’équation de Gauss.

4. Calcul de certains caractéres

Nous supposons désormais que m > 3n(n + 1); @ C J(E) désignera le
sous-fibré ouvert de J,(E) construit de la maniére suivante: un jet j,(f)(x) ap-
partient & @, si et seulement s’il existe un sous-espace U de dimension n — 1
de T, tel que f,T, et BL(S°U) engendrent un sous-espace de dimension
3n(n+1) de Ty ; ., Remarquons tous de suite que cette condition équivaut a
trouver une base {t, ---,t,} de T, telle que les vecteurs f.z, - - -, f,t, et
BI(t;, t), avec 1 < i <j< n— 1, soient linéairement indépendants.

Le fait qu’un jet p = j,(f)(x) appartienne a R; impose seulement a la deux-
itme forme fondamentale de f en x de prendre ses valeurs dans 1’orthogonal
f«I5 de f T, dans Ty ;,,, qui est de dimension supéricure ou égale a
4n(n — 1): quel que soit x € X, on pourra donc toujours trouver des jets ap-
partenant a R N @,,. Cette remarque étant faite, on se fixe, dans ce paragraphe
et dans le suivant, un élément p = j,()(x) € @; on note, pour le moment,
T,G,H, - .., etc., les fibres en x de ces fibrés; on posera, en outre, B, = B,
Ty tzy = Ty et f T+ =Tt

Proposition 4.1 (Elie Cartan [1]). Si {t,, ---,t,} est une base de T telle
que les vecteurs B(1,,1;), avec 1 < i< j< n— 1, soient linéairement in-
dépendants, alors

p*p(SZTﬁ,,...,L,._a} ® TY) = Gn—a(tb MY tn)

pour tout entier o« compris entre O et n.
Démonstration. Le cas « = 0 étant trivial, nous supposerons dans la

démonstration que « > 1. L’inclusion
P*p(SZT?:l,m,t,,_a} ® TY) o Gn—a(tb vt tn)

est évidente ; elle est d’ailleurs vraie pour n’importe quelle base de 7. Récipro-
quement, si w € G,_,(,, - - -, 1,), soit C I’élément de ST, ..., ., ® Ty dont
les composantes C(z;, t;) se calculent, a I’aide d’une double récurrence sur les
indices i et j, comme suit :

1) le vecteur C(z,_,,,, t,_..1) est choisi tel que les relations

g/(B(th9 tk), C(tn_a+19 tn—a+1)) = —w(tin t’n—a+19 tk? t‘n—a+l)

soient vérifiées pour tous entiers A,k tels que A < k < n — «, ce qui est
possible, puisque les relations ci-dessus signifient que le vecteur C(2,_, 1, t,_.. 1)
doit avoir des produits scalaires donnés avec les vecteurs B(%,, #;), pour 1 <
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h < k < n — a, qui sont linéairement indépendants.
2) Sin—a+ 1<i<], levecteur C(z,, ;) est choisi tel que les relations

gl(B(tfza tj)’ C(ti, tk)) + gl(B(t'n tkja C(tha t])) - g,(B(thy tk)? C(tu tj))
- g,(B(tiy tj), C(t}u tk)) = w(th, ti7 tlm tj)

soient vérifiées pour tous entiers 4, k tels que 2 < k, A <i et k <j; un tel
choix est encore possible, puisque les relations ci-dessus signifient que le vecteur
C(t;, t,;) doit avoir des produits scalaires donnés, dépendant des vecteurs C(z,, ¢;),
pour r <i,s <jour <i, s <j, avec les vecteurs linéairement indépendants
B(t,,1.), pour h < i, h < k <j.

On adonc p, (C)#;, tste, 1) = olty, 65,85, 8) si i< J, k<L i<k, j<lI
etj>n—a+1;,commeweG, (4, --,1,)etCeSTE ., ,®Ty, ona

0unlONt, iy b, 1) = oty 85, 4, 1) =0 si i<j<n—a,

quels que soient k et I: il s’ensuit que p,,(C) = o (voir le lemme 2.1).
Corollaire 4.1. - Si {t,, - - -, t,} est une base de T telle que les vecteurs f,t,,
S fulaet B, t;), avec 1 <i<j<n-— 1, soient linéairement indépendants,
on a

(\!" @ p)*P(SZTﬁx,m,tn-a] ® TY) = SZT:':I,"‘,Ln—a] ® T*) @ Gn—a(tl, ] tn)
pour tout entier o compris enire O et n; en particulier I’application
D ST*QRQTy - S T*RTHD G

est surjective.

Démonstration. Reprenant la construction de la proposition 4.1, les
vecteurs C(¢;, ¢;) pourront ici avoir, en plus, des produits scalaires donnés avec
Fatis < - =5 fitn, d’0lt le résultat.

Comme cas particulier du corollaire 4.1, on obtient :

Corollaire 4.2, Sous les hypothéses du corollgire 4.1, on a

(41) p*p(Ssz';h...,gn_a] ® Txlr) == Gn_a(tn Tty tn) ’
pour tout entier o compris entre O et n; en particulier, I'application
Oup  ST*R T+ > G

est surjective.

Coraliaire 4.3. Le noyau Ker, (¢ D¢ @ p|0) = R, N O est une équation
différentielle.

Démonstration. L’application g: $$T* @ T+ — G définie par
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ACNE 9, 8, D = g(CE, D, Cy, 0) — &(CE, 0, Cy, 1)

pour tous £,2,{,2¢ T, si Ce ST* ® T+, est surjective: en effet, si we G,
on construit des solutions C de 3(C) = w telles que les vecteurs C(e;, €;) avec
1<i<j<n—1, ot {e, ---,e,} est une base de T, soient linéairement
indépendants (on démontre ce résultat en utilisant, avec des modifications
mineures, la construction donnée, pour a=n, dans la propsition 4.1). Comme
f*R’ — R e G, on peut trouver C e S°’T*@ T¥, dont la restriction au carré
symétrique d’un sous-espace de dimension » — 1 de T soit injective, telle que

#(C) = f*R' — R;

par ailleurs, il existe ¢ = j,(h)(x) ¢ J,(E), tel que 7,(q) = =,(p) etque B: = C:
comme (q) = 0 (puisque C prend ses valeurs dans T3 = A+ T1L) et que o(q)
= f*R’ — R — §(C) = 0, le jet q appartient & R, et méme 4 R, N @. La fibre
de R, N @ au-dessus de chaque point de X n’est donc jamais vide. Le dia-
gramme

0 0
ST*® Ty (b D O)xp E 0
i
vy, 200 arie p
71 pr

Y

VB, p —22P 5 eT* 50

4 4

0 0

ol B = (S*T* @ T*) DG et i est Uinjection linéaire naturelle de E’ dans
S*T* ® E’, est exact et commutatif ; par conséquent 1’application

@BV D )y V(O — ST DE

est surjective; ainsi R, N @ est le noyau d’un morphisme de rang constant,
donc une équation différentielle.

On pose R, = R, N O et on appelle g, le symbole de R,; on suppose dans
la suite que le jet p défini au début du paragraphe est dans R,.

Corollaire 4.4. Le conoyau de I’application

04p0d3: ST*RTE —>T* QG
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s’identifie canoniquement au deuxiéme groupe de cohomologie de Spencer
H"*(g,),.
Démonstration. Le diagramme commutatif suivant

0 0 0
0—> (), s ST T A eG—0

15 15 lid.

0— T"®@), —T"QST*QT: - 5T*QG—>0
Js Js l

0 AT*QT*® T AT*QT*®Ts—> 0
la la

0—> AT*QRT: -5 SFT*QTH

est exact sauf en T* ® G, dans sa premiére ligne, et en A27T* @ T* ® T+,
dans sa premiére colonne: il permet donc de construire I’identification sou-
haitée.

Corollaire 4.5. Sous les hypothéses de la proposition 4.1, on a

4.2)  dim (8) ey tr_a = taala + D[=31 + Qa — S)n + 6ml

pour tout entier o compris entre O et n.
Démonstration. Ce résultat s’obtient aisément en combinant le lemme 2.2,
I’égalité 4.1 et I’exactitude de la suite

ox
00— oty evuteat —> STkt ®TE 5 G, -+, 1) —> 0.

5. Le théoréme de Cartan

Avant d’aller plus loin, nous énoncerons le théoréme principal que nous
avons en vue:

Théoreéme 5.1 (Elie Cartan). L’équation différentielle R, est formellement
intégrable.

Soient W et W’ les fibrés vectoriels sur R, définis par

(.1) W = Coker (§,08), oud=¢@vDp,
et par

5.2 W’ = Coker (o, © 8lger (4,00) 5
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appliquant le lemme 0.4, on construit une section £ de W sur R, telle que la
suite

(5.3) R s R—w,
0

ou R, désigne le premier prolongement de R, soit exacte. Il existe g € R} tel
que 7,(q) = p (prop. 3.3), donc p,(p)(g) = 0 et pi(y)(g) = O; par conséquent,
(p) est la classe d’un élément de la forme (0,0,8) e T* @ (S,T* P (§°T*
QRT*)PG). Si CeST*R T+, on a toujours @, 2 5(C) =0 et 4y, 08(C) = 0:
la classe £2(p) sera donc nulle si et seulement si § est dans I’image dé¢ 1’homo-
morphisme

Pspod: ST* @ Tt — T*® G;

en d’autres termes, 2 prend ses valeurs dans W’ identifié & un sous-fibré de W.
Lemme 5.1. L’élément 6 = p,(p)(q) de T* ® G, oi q est un relevement
de p dans R;, est un représentant de (p)dans W, ; en outre, il vérifie la deux-
iéme identité de Bianchi.
Démonstration. Le fait que 4 soit un représentant de £2(p) est une con-
séquence triviale de la définition de 2. On peut supposer, sans perte de
généralité, que le relévement g est égal a j,(f)(x); dans ces conditions, on a

0, 7,8 % ) = §{(*R" — RG, L, 1, @ + ¢'(B/G, @, B¢, D)

5.4 « i
— &(B/(, A, B/, 1)}

pour tous &,7, 8,2, € T, ol #, , 4, & sont respectivement des extensions quel-
conques de %, {, 2, ¢ sur un voisinage de x dans X. Le signe © mis devant une
fonction de &, 7, { voudra dire que ’on somme par permutation circulaire sur
&,7, . Si on choisit les extensions des vecteurs &, 5, {, 4, ¢ telles que le crochet
de deux quelconques d’entre elles soit toujours nul, on a

©¢-{g'(B’ (3, 1), B’€, ) — & (B’ (3, D), B/ €, M)}
= @5-{g’(17}‘7f*‘g, V};Ef*i) - gl(V}ﬁf*z’V}.?f*ﬂ) - g(Vi i, sz)
+ 8W;5A, Pz)}

= @W .V it sl Vi) + & W ik V' of )

— &W T A Vi) — 8 WV il s V5 ofuh) — 80 V51, VD)

— eW AV, 0) + gW T2, V) + eW s, 7,3
= GR(fu&, 14 Tutts Vil uh) — RIS, Fumy 0 V' of 1)

—R(&, 5, 1, VA + RE, 9,2,V )
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=8 — R,(V}*Ef*ﬁ’ f*Ca feAs f*/l) - R'(f,, V}‘Ef*g,f*l, f:s/l)

- R,(f*’Y’ 48, V}*ef*'i’ f*/l) — R'(f,n, 1,8, 144, V}.éf*ﬁ)

+ ROH 821 + R, V8, 2 1) + R &V ) + R(p 8, 4, Vo)
=©&-(R — RN, 8,2, )

donc @ vérifie la deuxieéme identité de Bianchi.
Proposition 5.1. L’image de I’application

Pup©d: ST* QT - T*®G

est égale a H.

Démonstration. Soient {t,, - - -, ¢,} une base de T satisfaisant les conditons
données dans la proposition 4.1, {t¥, -- -, t*] sa base duale dans T* et w =
>3 tF @ w; un élément de H: compte-tenu du lemme 3.1 et de la l-acyclicité

i=1

de Iopérateur g, le résultat nous est acquis si nous prouvons que, pour tout
entier 2 compris entre 1 et n, il existe C, ..., C? e §*T* @ T+ tels que

s (C®) = @y , aveck=1,.--,h,
et que
3, C?Y =6, , avec 1 < i,j<h.

Nous allons procéder par récurrence sur 4. La propriété est vraie pour 2 = 1,
puisque I’application p,,: S*T* ® T+ — G est surjective; supposons-la vraie
pour un entier 2 > 1: soit

(h+1) * h+1
C1Hr = Z ti’t;!‘®cz(;+)

1<i<j<n
i<h
Pélément de S*T* ® T+, dont les composantes sont données par les équations

8, C**P = §,,, C?Y, aveci=1,..-,h;

k41

on a, pour tous entiers i, j, k, [ tels que 1 < i,j < A,

p*p(C{h+1))(ti9 t;, t, tz)
= g'(B(t;, 1), C{"* (15, 1)) + (B, te), CIM*0 (1, 1)
— 8'(B(1;, 1), CI** (15, 1)) — g'(B(ty, 1), CFV (2, 1)
= g/(B(t;, 1)), CV(thor, 1)) + (B, 1), COth 10, 1))
— gBU;, 1), CP(th 1 1)) — g/(B(tj, 1), COty 1, t))
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= —‘wi(tj’th+l’ tk,tl) + g/(B(th+l, tk), C(i)(tj,tl)) - g/(B(th.+l,tl)s C(i)(tj, tk))
+ g/(B(ti, tl), C(j)(th+l, tk)) - g/(B(tz, tk), C(j)(th.+1: tl))
= '_wi(tj, thirs e, tz) - a)j(th+1, ty, Iy, tz)

= a)h,+1(ti’ tj7 ty» tl) >

d’apres la deuxi¢me identité de Bianchi; le raisonnement se termine par la

remarque suivante: siC = 3, -t ®C,; € SST* ® T+ et w ¢ G sont tels
lsiSan

que o, (O)t;,t5 Ly 1) = m(tz, t;, 1, 1) pour tous entiers i,j,k,l tels que

1< i, j< h, il existe

C= Y trt:r®C,;eST*Q Ty
1<i<j<n
tel que
D 0,0 =@,
2) Cy=Cy,sii<jeti<h. _
Ce résultat est une conséquence triviale de 1’égalité

p*P(SZT?:w--,th) ® T-YL) = Gh(tl’ ) tn) .

Corollaire 5.1. Le fibré vectoriel W’ est égal au fibré image réciproque du
fibré quotient T* ® G/H par la projection = : R, — X.

Corollaire 5.2. L’application r,: R, — R, est surjective.

Démonstration. Le lemme 5.1 et la proposition 5.1 montrent que £ est la
section nulle de W’ sur R,; P’exactitude de (5.3) entraine le résultat.

Proposition 5.2. Une base {t,, ---,t,} de T, satisfaisant les conditions
données dans la proposition 4.1, est quasi-réguliére pour (g,),.

Démonstration. Utilisant le lemme 2.3 et la proposition 5.1, on trouve que
(8), = Ker (py,00: ST* ® T+ — T* ® G) a pour dimension

en(n + D(n + 2)(—n* — 3n 4 4m);

d’un autre coté,

k3

2, dim (gz)p(cl,--i,cn_,,} = L2

a(a + D[—-3n + Qa — 5)n + 6m]

||M§

= ggn(n + D(n + 2)(—n* — 3n + 4m) ,

d’oli le résultat cherché.

Démonstration du théoréme 5.1. D’aprés la proposition 5.2, R, est une
équation involutive. L’ application =, : R,— R, est surjective (Cor. 5.2). Enfin,
le premier prolongement du symbole de R, est le noyau du morphisme de fibrés
vectoriels sur R,
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WD od: SFT*QVE) - T*QUST*RQTH DG,
B2 By

qui est de rang constant: c’est un fibré vectoriel. L’équation R, remplit donc
les conditions données dans le théoréme 0.1; ainsi R, est formellement inté-
grable.

Comme corollaire des théorémes 0.2 et 5.1, on a le résultat suivant:

Corollaire 5.3 (Théoréme de Janet-Cartan). Si X et Y sont des variétés
riemanniennes analytiques, alors X s’immerge isométriquement localement
dans Y.

Remarque. Tout comme celle d’Elie Cartan, cette démonstration s’ applique
aux variétés pseudo-riemanniennes puisque, nulle part, nous ne faisons inter-
venir le caractére positif des métriques.

6. Le probléme a deux dimensions

Nous allons donner une démonstration du théoréme 5.1, dans le cas ou
dim X = 2, indépendante de la démonstration de ce dernier. Soit p = j,(f)(x)
e R,: on note pour le moment T, G, g,, g les fibres en x ou p de ces fibrés;
on posera encore B = Bet f T+ = T3.

Lemme 6.1. Une base {,,t,} de T telle que le vecteur B(t,, t,} soit non nul
est quasi-réguliére pour g,.

Démonstration. Soient C ¢ g, et C € SST* ® T+ tels que §,C = C. Puisque
B(t,, 1) n’est pas nul, on peut choisir € tel que

g'(B(t, 1), 5.,C(t,, 1)) = 2¢'(B(,, 1), 8,C(t,, 1,)

6.1 ~
— g(B@, 1),6,,C(1, 1)) .

L’égalité (6.1) signifie que 5,26’ € g,: nous avons donc montré que 1’application
8;,: & — &, est surjective. D’un autre cOté, la surjectivé de ’application
Bty 8oy — Lopey €St triviale, d’ou le résultat.
Lemme 6.2. L’application p,,06: S°T* @ T — T* @ G est surjective.
Démonstration. Soit {t,, ,} une base de T telle que B(t,, ) soit non nul.
Un élément C de $*T* @ T+ appartient a g, si et seulement si la relation

B, 1), C(t, 1)) = 28 (B(1, 1,), C(ty, 1)) — g(B(t,, 1), C(1y, 1)

est satisfaite. Il est donc clair que dim g, = 3(m — 2) — 1 et que dim g,,,, =
m — 3; par conséquent, dim g, = dim g, + dim g,,,, = 4m — 10. Par ailleurs,
onadimT*®G =2 et dim FT*® Ty = 4m — 8, donc p, o J est de rang 2.
g.e.d.
L’intégrabilité formelle de R, découle aisément de ces deux lemmes.
Lemme 6.3. Supposons que la variété Y soit de dimension 3: si, pour tout
couple de points (x,x") e X X Y, les courbures sectionnelles de Y en x’ sont
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strictement supérieures & la courbure gaussienne de X en x, alors I’équation R,

est elliptique.
Démonstration. Soit {1, t,} une base de T telle que B(#,, t,) soit non nul et

que B(t,,t) = 0. Soient e T* — {O}etveT}:si¥F@veg,ona
At)g (B, ), v) + () (B(t, t),v) =0.

Comme dim T$ = 1, il existe un nombre réel a tel que B(t,, t,) = aB(t,t):
on a

44 ”B(tU tl) ”2 = g/(B(txa tl)’ B(tza tz)) = (f*R, - R)(tI’ 1y by tz);
par hypothéses, (f*R’ — R)(t,, t;, i, 1) > 0, donc « > 0. On a
faa(t) + 2@ 1g B, 1),v) =0,

par conséquent v = 0.

7. Immersions conformes

Nous supposons que les dimensions de X et Y sont & nouveau quelconques.

Définition 7.1. Une immersion f de X dans Y est conforme si f*g’ = ug,
ol u est une application différentiable de X dans R appelée rapport de 1’im-
mersion conforme f.

On vérifie facilement la

Proposition 7.1. Sif: X — Y est une immersion conforme de rapport u,
on a ’équation de Gauss-Weingarten:

(7.1)  gB, ), 1,0 = HE weln, D) + (n-we§, D) — (C-we(&, n)}

pour tous champs &,7,{ sur X, si B désigne la seconde forme fondamentale
de 'immersion f.

Si xeX et ueC~(X, R), on définit une forme bilinéaire symétrique H, ,
sur T, en posant

Hu,z:(Ean) = 577” - Vefy-u

pour tous &,npe T,, ol 7 est une extension quelconque du vecteur » sur un
voisinage de x dans X. La forme H, ., qui est bien définie, est appelée Hessien
de u en x; il est clair que H, ; ne dépend que du 2-jet de # en x. On note H,
la section

x—H, ,

de 8?T* sur X ainsi obtenue.
Un calcul analogue & celui de la proposition 7.1 permet d’énoncer
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Proposition 7.2. Sous les hypothéses de la proposition 7.1, on a I’équation
de Gauss:

(f*R/ - HR)(E, 77? C? 2) + g,(B(n, C)’ B(E’ 2)) - g,(B(n, 2), B(Er C))
(1.2 = HH.§, 080, D + H,(y, D&, 0) — Hu(E, Deg(n, D)
pour tous champs &,7,(, 2 sur X,
Les deux membres de 1’égalité (7.2) sont clairement des sections de G sur
X. Les équations (7.1) et (7.2) sont les generahsatlons des équations de Gauss-

Weingarten et de Gauss au cas conforme.
On désigne par F le fibré trivial sur X

pri: X XY X R* > X,

par r la projection canonique de J.(F) sur J.(E) et par J.(F) le sous-fibré
ouvert de J,(F) des k-jets p tels que z(p) e J,(E), si k > 1. Si p e J,(F), on
identifiera toujours V(E), .oy, = T¥,rowcipn AU sOUs-espace Ty . . (p D {0} de
V(F)noun = TY.no(r(p)) DR
Soit
& J(F) — §'T*

le morphisme de fibrés sur X défini par
(1.3) | &) = (g’ — ug)(x) ,

si p = ji(f, w)(x) e J}(F),, ou f est.une application de X dans Y de rang max-
imum en x ¢ X et u une application de X dans R non nulle en x.
Proposition 7.3. Le morphisme de fibrés sur ¢’

Fu: T* @ V(F) - V(S$T*)
F1(F)

est surjectif; de plus N7 = Ker, (¢) est une équation différentielle.
) Dér{zo’nstratio‘n. Si p e J(P), la.res‘triction de @y & TF,) ® Ty ey, S
égale a ¢l p,; comme ¢, est surjective, &, I’est aussi. A partir de 13, Jon
montre facilement que N{ est une equatlon différenticlie.

Soient

o: L(F) - 8T*, v:J(F) > ST*QT*, p:J(F)—>G
les morphismes de fibrés sur X définis respectivement par
74 A Cg=Fem,

par
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Y@ 7,0 = gBLE, D, 1,0

7.5)
~ - we(, O) + (p-1)g€, D) — (C-wsl§, 9},

et par

o(P)(E, 7, L, A) = (R’ — uR)(&, 9,8, ) + g (BL(n, 0), BL(&, D)
(7.6) — g'(BL(n, 2, B{(§,0)) + #{H.,.(& D8, 0) + Hau .(n, D8, A
— 'Hu,:c(ey C)g(v’ ) — Hu,::(% 2)8(5, C)} »

pour tous §,%, 8,4 € T, si p = j,(f, w)(x) e J,(F), ou f est une application de
rang maximum de X dans Y définie sur un voisinage de x et u une application
de X dans R non nulle en x.

Par un calcul analogue & celui de la proposition 3.2, on a:

Proposition 7.4. Le premier prolongement N, de N, est égal a Ker (s D V).

Sipel,(F), ona

\L'*plsz:r'}m,(&ry,,‘,umn = Yyum >
donc le morphisme de fibrés sur

V! ST* ® V(F) - V(ST* ® T*)

Ja(F)

est surjectif; ainsi, d’aprés la démonstration du corollaire 3.1, Nj est une
équation différentielle. Par ailleurs, si ! est un entier positif, le /-i¢me prolonge-
ment de N; est égal au (I + 1)-iéme prolongement de N7.

Proposition 7.5. La suite de fibrés a fibre variable sur X

o
T
N, —>N,—3G

ot Nj est le premier prolongement de N}, est exacte.
Démonstration. Soient p ¢ Nj et g un élément de J.(F) tels que n,(q) = p.
On a la formule

(7.7 @) = dp.(¥)9) ,

qui est ’analogue de la formule (3.8) du cas isométrique, d’oui le résultat (cf.
Prop. 3.3).

Soit § = g’ X g, la métrique produit sur ¥ X R, ou g, est la métrique eucli-
dienne sur R. Si p = j,(f, u)(x) € J,(F), soient BL*,et B} les éléments de
S T* Q@ (Ty, 7y @ R) respectivement égaux a8 Bl @ H, . et B, ® ig,. Avec
ces notations on a
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PNE 9,8, D = (PR’ — uR)(&, 9, ¢, D) + &(BL(y,0), BL(§, 1)
— 8(BLE 0, BL (p, D) + H{H. o(9, g€, D — H, (&, Dy, D}

pour tous &,%,{,2¢T,.

Supposons désormais que m > in(n 4+ 1) — 1; on peut alors construire un
sous-fibré ouvert & de J,(F) de la maniére suivante: un jet j,(f, u)(x) de J,(F)
appartient a . si et seulement s’il existe un sous-espace U de dimension n — 1
de T, tel que f,T, et BL(S?U) engendrent un sous-espace de dimension
in(n+1)de Ty ;(,, D R.

Proposition 7.6. Il existe g e &, N Ker, (5 @ ¥ D p), quel que soit x ¢ X.

Démonstration. Soient p = j,(f, w)(x) ¢ Ni et {e,, - - -, €,} une base de T,.
Avec les techniques de la proposition 4.1 et du corollaire 4.3, on peut con-
struire des formes C ¢ §*°T% ® Ty ;. ¢t H € S°TF telles que

2(Cle;, e), Cley, €)) = (FFR” — uR)(e;, e;, €4, €)

7.8 _ N
78 + 8(C(ey, €1), Cles, €)) + ¥ Hley, er)gle;, e) — He;, e;)gley, )}

pour tous entiers i, j, k, [ compris entre 1 et n, oil C=C®HetC = CPig,.
On détermine les vecteurs C(e;, e;) par une double récurrence sur les indices i
et j a partir des équations (7.8) en prenant soin de choisir les vecteurs

fo€ -+ -sfie, et Cle,e) avec 1<i<j<n—1,

linéairement indépendants. On peut alors imposer aux vecteurs C(e;, e;) de
vérifier en plus les équations

g'(Cles, e, frer) = Hle;-wegley, ) + (e;-wele;, e,) — (e;-u)gle;, e,)}

pour tous entiers i, j, k. Si g = j,(h, v)(x) ¢ J,(F), est un jet tel que n,(¢) = p,

B:=C et que H,,=H, alors g est par construction dans &, N

Ker, (G @V @ p).

Nous pouvons maintenant énoncer :

Théoréme 7.1. Le sous-fibré N, = & (1 Ker, (3 ® ¥ @ p) est une équation
différentielle involutive et formellement intégrable.

Démonstration. Soit p = j(f, u(x) e N,; si C e ST @ Ty, 5, DR), On a

(7.9) Y olCNE, 9, O = B(C(E, ), [0,
Bxo(C)Es 7, &, D = B(BL(E, D), C(, ) + 8(BL(5, ), C(§, D)

pour tous &, 7,{, 1€ T,. Ces formules sont les analogues des formules (3.6) et
(3.9) ducas isométrique: a ce moment 1a, en recopiant les calculs du lemme
3.1, du corollaire 4.2 et de la proposition 5.1 en remplagant g’ par g, B par

(7.10)
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B], Ty par Ty @ R et T4 par T+ @ R, on en déduit immédiatement que N,
est une équation différentielle involutive. D’autre part, d’aprés le lemme 0.4
et la proposition 7.5, on construit une section 2 de W’ = z}(T* ® G/H), ou
z: N, — X est la projection naturelle, telle que la suite

Q2
N, 2> N, =3 W'
0
soit exacte. Si g € N,, I’élément 8 = p,(p)(g) ¢ T* ® G, ol g est un jet de Nj
tel que m,(q) = p, est un représentant de 2(p) dans W/, : un calcul analogue &
celui du lemme 5.1 montre que § ¢ H (i.e.: vérifie la deuxiéme identité de
Bianchi), par conséquent 2 est la section nulle du fibré W’; ainsi N, est for-
mellement intégrable.

Sil’on impose aux variétés riemanniennes (X, g) et (Y, g’) d’étre analytiques,
on retrouve le théoréme de Jacobowitz-Moore [7]. Comme dans le cas isomé-
trique, cette démonstration s’applique aux variétés pseudo-riemanniennes puis-
que nous n’avons pas fait intervenir le caractére positif des métriques.
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